
 33 

BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№3                           Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası                           2013 

 
 

 
 
УДК 517.95 
 

О НЕКОТОРЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ  
КВАДРАТИЧНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКОВ 

 
Э.Б.СУЛТАНОВА 

Бакинский Государственный Университет 
elnaresultan @.mail.ru 

 
 В работе исследованы некоторые аналитические свойства резольвенты  не-
которого  квадратичного операторного пучка и доказана теорема о двукратной пол-
ноте собственных и присоединенных векторов в смысле Келдыша. Условия, обеспечи-
вающие двукратной полноты системы собственных и присоединенных  векторов, даны 
в терминах коэффициентов квадратичного операторного пучка. 
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Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве Н квад-

ратичный пучок операторов 
             2121 GGGEGEM λλωλωλλ ++−−−= ))(()( .                             (1) 

Здесь выполняются следующие условия  
1) 00 21 >< ωω ,  
2) G - положительно определенный самосопряженный  оператор с вполне  
непрерывным обратным )(HGC 1

∞
− ∈= σ . 

3) Операторы 1
2

1
2

1
11 GGGFGGF −−− == , ограничены в Н. 

В данной работе мы исследуем некоторые спектральные свойства 
пучка (1). Отметим, что квадратичный операторный пучок (1)  исследован 
достаточно во многих работах [2-6], в разных ситуациях. 
 Пусть γH -гильбертово пространство с нормой 0xAx ≥= γγ

γ
, . 

Определение 1. Пусть существует вектор 20 H0 ∈≠ ϕ , который 
удовлетворяет уравнению .)( 0M 00 =ϕλ  Тогда 0λ  называется собствен-
ным вектором пучка (1), а 0ϕ соответствующий собственный вектор пуч-
ка (1). Если система { } 210 ,...,, Hm ∈ϕϕϕ  удовлетворяют уравнениям   
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=
∑ ϕλ , 

то { }m10 ϕϕϕ ,...,,  называется цепочкой собственных и присоединенных 
векторов, отвечающая собственному значению 0λ . Число 1m0 +  называ-
ется длина этой цепочки. Если собственному значению 0λ  отвечает не-
сколько цепочек собственных и присоединенных векторов, то макси-
мальная длина их называется кратность собственного значения. 

Определение 2.  Если операторный пучок имеет только собствен-
ное значение с конечной  кратностью, то говорят, что )(λM  имеет только 
дискретный спектр. Обозначим  через  

211210 GGMGEGEM +=−−−= λλωλωλλ )(),)(()( . 
Имеет место  
Лемма 1. Пусть выполняются условия 1)-3) и оператор 

( )2
2, FE +− ωω  обратим в H . Тогда операторный пучок )(λM  имеет только 

дискретный спектр, с единичной предельной точкой в бесконечности. 
Доказательство. Очевидно, что  
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где  
2

2
1 TTEL λλλ ++=)( , 

причем,  
)())()(( 1

2211
1

211 HFECFCT ∞
−− ∈+−−+−= σωωωω  

)()( HFECT 1
221

2
2 ∞

− ∈+−= σωω . 
Таким образом, )(HTT 2

2
1 ∞∈+ σλλ  при любом λ  из комплексной 

плоскости,  E0L =)(  обратим в Н, поэтому из леммы Келдыша [ ]1  следу-
ет, что операторный пучок )(λL  имеет дискретный спектр с единствен-
ной предельной точкой  в бесконечности. Очевидно, что )(λM  обратим, 
тогда и только тогда, когда  обратим )(λL  причем,  

111
121

11 GLFGM −−−−− += )()()( λωωλ . 

Таким образом, )(λ1M − также имеет дискретный спектр с единст-
венной предельной  точкой в бесконечности. 
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Лемма 2. Пусть выполняются условия леммы 1, причем p
1 CG σ∈=− , 

10 << ρ . Тогда резольвента )(λ1M −  представляется в виде 
)(
)()(
λ
λλ

1

1

D
DM =− , 

где )(λD -целая оператор функция  порядка ρ и минимального типа при 
порядке ρ , а )(λ1D -скалярная целая функция порядка ρ  и минимально-
го типа при порядке ρ . 

Доказательство. Так как 2
2

1 TTEL λλλ ++=)( , где при  

ρσ∈=− CG 1 . ρσωωωω ∈+−−+−= −1
2211211 FECFCT ))()((  

2

1
221

2
1 FECT ρσωω ∈+−= −)( . 

Тогда из леммы Келдыша [1] следует, что 
( )
( )λ
λ

λ
1

11

D
QL =− )( , где 

)(λ1Q и )(λ1D -целые функции порядка не выше ρ  и минимального типа 

при порядке ρ . Тогда 
)(
)()(
λ
λλ

1

1

D
DM =− , где 

1
1

1
121

1 GQFEGD −−− += )()()( λωωλ ,   а ( )λ1D  целая скалярная функция.  
Лемма доказана. 
Теорема 1. Пусть выполняется условия 1)-3) и выполняется нера-

венство 

1F1F1
2
1

2
21

1
2

1

21

<+=
ωωωω

ε . 

Тогда на мнимой оси имеет место неравенство 
2Hx0xxiM ∈> ,),)(Re( ξ . 

Доказательство. Пусть 2
212121 qpRi ==−=+−∈= ωωωωωωξξλ ,)(,, .  

Тогда  ( )( ) ),Re 2
2121

2 xxGGiE ωωξωωξ ++− = ( )xxGqGip ,)(Re 222 +− ξξ  

0xqGxqxxxGqExxiM 0
22

0
2222222

0 >>+=+= µµξξ ,),)((),)(Re( . 
С другой  стороны,  

.),)((),)(Re(),)(Re(
),)(Re(),)(Re(),)(Re(),)(Re(

101

010

xxiMxxiMxxiM
xxiMxxiMxxiMxxiM

ξξξ
ξξξξ

−>−

−≥+=
      (3) 

Так как ),(),(),)(( xxGxxGxxiM 211 +≤ ξξ , то оценим каждый 
член в отдельности. Очевидно, что  
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С другой стороны,  

( ) ( ).,)(

)),((,),(),(),(
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q
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Таким образом, из неравенств (5),(6) и (7) получаем 

( ) ( )
( ) .0),)((1

),)()(1
2
1(,)(,)(Re

0

0221

>−

=+−>

xxiM

xxiMF
q

F
q

xxiMxxiM

ξε

ξξξ
 

Теорема доказана. 
Замечание 1. При доказательстве теоремы 1 мы не использовали 

вполне непрерывность оператора 1G − . 
Замечание 2. Если )(HG 1

∞
− ∈σ , то из условия теоремы вытекает, 

что 221 F+ωω  обратим в H , т.е. пучок )(λP  имеет дискретный спектр. 
Теперь докажем теорему о двукратной полноте системы собственных и при-
соединенных  векторов операторного пучка ( )λM  в смысле Келдыша [1]. 

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда система 
собственных и присоединенных векторов пучка ( )λM  двукратно полна в 
H  в смысле Келдыша, если выполняются одно из условий:  
а)  )(, 10CG 1 ≤<∈=− ρσ ρ  
или 
в) 21j1HFj ,,),( =∞<<∈ ρσ ρ . 

Доказательство. Если система не двукратно полна в H , то най-
дутся векторы 0f и 1f , 010 ≠+ ff такие, что )())(( 10

1 ffM λλ +∗− целая 
вектор функция [1], причем  на мнимой оси имеет место неравенство  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 22

0
222

0
22222 x1xx1Gxx1

xxiM1xxiMxxiMxxiM

µξεµξεξε

ξεξξξ

+−=+−≥+−=

=−≥≥≥⋅ ),Re(),Re(),(
 

Следовательно, при Ri ∈= ξξλ , имеем: 

2
0

2
1 1

1
1iM

µξε
ξ

+
⋅

−
≤− )( . 
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Если p
1G σ∈− , то ( ) ( )λλξ RffM 10

1 =+∗− ))(( есть целая функция 

порядка ρ  и минимального типа. Тогда очевидно, что функция )(λR  

для любого ∞→λ , 0R →)(λ  при ∞→ξ .Так как при выполнении усло-

вия а) )(, 1p0G p
1 ≤<∈− σ , применяя теорему Фрагмена – Линделефа 

получаем, что ,( 0R →λ при ∞→λ , λ из комплексной плоскости. От-
сюда получаем, что 0R =)(λ , тождественно на комплексной плоскости.  
Отсюда получаем, что 0ff 10 == . 

При выполнении условия в) мы сперва используя теорему Келды-
ша, показываем, что на лучах παα

α ,,, 00tte ≠>=Γ , 0R →)(λ , далее 
применяем теорему Фрагмена-Линделефа получаем, что 0R =)(λ , т.е. 

0ff 10 == . Теорема доказана. 
Используя результаты работы [1] аналогично доказывается сле-

дующая 
Теорема 3. Пусть операторный пучок ( )λM  имеет вид 

2
221121 GKGKGEEM +++++−−−= )()())(()( λωλωλλ ,       (5) 

где операторы 1GG, и 2G  удовлетворяют условия теоремы 2, а операторы 
1

1GK − и 2
2GK −  вполне непрерывные операторы в H .Тогда система соб-

ственных и присоединенных векторов пучка (5) двукратно полна в прос-
транстве H . 
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КВАДРАТИК ОПЕРАТОР ДЯСТЯНИН СПЕКТРАЛ ХАССЯЛЯРИ  ЩАГГЫНДА 
 

Е.Б.СУЛТАНОВА  
 

ХЦЛАСЯ 
 

Мягалядя бир синиф ики тяртибли оператор дястянин резолвентинин бязи анали-
тик хассяляри юйрянилмиш вя онун мяхсуси вя гошма елементляринин Келдыш мянада 
икигат тамлыьы щаггында теорем исбат едилмишдир. Мяхсуси вя гошма векторлар сис-
теминин икигат тамлыьыны тямин едян шяртляр квадратик оператор дястянин ямсалла-
рынын хассяляри иля верилмишдир. 

 
Ачар сюзляр: мяхсуси вя гошма вектор, резолвент, спектр 

 
 
 
 

ON SOME SPECTRAL PROPERTIES OF QUADRATIC OPERATOR BUNDLE 
 

E.B.SULTANOVA 
 

SUMMARY 
 

We have studied the behaviour of the resolvent of a quadratic operator bundle and a 
theorem on the twofold completeness of eigen and adjoint vectors in the sense of Keldysh. 
Conditions providing twice the completeness of eigen  and adjoint vectors are given in terms of 
coefficients of quadratic operator bundle. 

 
Key woods: reыolvent, eigen and adjoint vector, Hilbert Spaсe 
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